
이 문서는 《미적분에 빠진 하루》(오스카 E. 페르난데스 저, 2020, 프리렉) 도서의 각 장 

본문에 딸린 온라인 부록입니다.

그 밖에 책과 관련된 인터랙티브 그래프나 기타 자료와 이러한 부록의 원문은 저

자의 도서 사이트에서 확인할 수 있습니다. 

https://calculussimplified.surroundedbymath.com

참고로 원문 링크에는 원서에 있는 부록 A에 대한 온라인 부록도 있지만, 원서의 

부록 A에 해당하는 대수와 기하에 대한 복습(Review of Algebra and Geometry)은 

기본적인 내용이라 《미적분에 빠진 하루》 도서에 포함하지 않았습니다.

부  록
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A2.1 극한의 엄밀한 정의

대부분의 학생들이 배우는 정의 2.1(극한의 직관적 정의)의 주된 문제점은 ‘한없이 다가간

다’라는 문구입니다. 이러한 표현이 미적분을 엄밀하지 않다고 여기게 했고, 미적분에 대한 초

기 비평가들이 바로 그 점을 파고들었습니다. 그들은 이렇

게 주장했습니다. “만약 극한에서 x가 c에 ‘한없이(indef-

initly)’ 다가간다면 x값이 c에 점점 가까워질수록 f (x)값

은 계속해서 변하고 있지 않는가? 그렇다면 어떻게 어떠한 

극한에 대해 정해진 값이 있다고 확신을 갖고 말할 수 있

는가?”

1817년 수학자 베르나르트 볼차노(Bernard Bolza-

no)가 이러한 문제를 해결했습니다. 그는 ‘한없이 다가가

는’ 문제를 완전히 피하는 방식으로 극한을 다시 표현했습

니다. 그렇게 하면서 그는 극한에 대한 공식적인 정의를 내

놓았으며, 이것이 바로 여전히 오늘날 우리가 사용하는 정

의입니다(그가 이러한 정의를 처음 언급한 것은 아니지만, 

이를 일반적으로 널리 알린 것으로 인정됩니다). 볼차노의 

정의를 특정한 예를 통해 소개하겠습니다. 다음 그림에 있

는 f (x)=x sin (1/x)의 그래프를 살펴봅시다.

그래프가 x →0일 때 얼마나 심하게 진동하는지 주목
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그림 A2.1 a  ( )1( ) sin xf x x= 의 그래프 

일부 b  원점을 중심으로 하는 상자에  

함수를 ‘가두는(trapping)’ 과정
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해 봅시다(실제로 제 컴퓨터는 0에 매우 가까운 x값에 대해 그래프를 그리는 데 어려움을 겪

었습니다. 그래서 원점 근처에서 들쭉날쭉한 부분이 생겼습니다). 책의 2장에서는 x →0일 때 

f (x)가 0으로 ‘향한다(tend to)’고 말했습니다. 볼차노의 주된 통찰은 ‘향한다’라는 의미를 공식

화하는 것이었습니다.

극한에 대한 볼차노의 정의에 도달하기 위해 그래프에서 무슨 일이 일어나는지를 다음과 

같이 묘사하겠습니다. ‘y값은 y =0을 중심으로 진동하며, 진동 범위는 x =0에 가까울수록 더 

작아진다.’ 이 문장을 좀 더 정확하게 표현하면 다음과 같습니다. y =0으로부터 떨어진 y값의 최

대 거리는 어느 한쪽으로부터 x =0에 접근함에 따라 감소한다. 예를 들어 다음과 같습니다.

≐≐ x값이 0으로부터 0.1 범위 내(즉, -0.1 ≤ x ≤ 0.1)에 있을 때, y값은 -0.1 ≤ f (x) ≤  

0.1 범위 안에 놓인다. (그림 A2.1 b 에서 바깥쪽 붉은색 사각형)

≐≐ x값이 0으로부터 0.05 범위 내(즉, -0.05 ≤ x ≤ 0.05)에 있을 때, y값은 -0.05 ≤  

f (x) ≤ 0.05 범위 안에 놓인다. (그림 A2.1 b 에서 안쪽 붉은색 사각형)

실제로 아무 숫자 ε(엡실론)＞0을 하나 고르면, x값이 0으로부터 ε 범위 내(즉, -ε ≤ x ≤ ε) 

에 있을 때, y값 역시 -ε ≤ f (x) ≤ ε 범위 안에 놓입니다. 수학적으로 적으면 다음과 같습니다.

임의의 ε＞0에 대해, 0＜|x |＜ε이면 |f (x)|＜ε이다.        A2.1

(여기서 0＜|x |이라고 적은 것은 x =0을 고려 대상에서 제외하고자 한 것이기도 하지만, 

부분적으로는 이 예에서 f (0)이 정의되지 않기 때문이기도 합니다.) 다른 말로 하자면, 원하는 

숫자 ε＞0을 고르면, x가 0으로부터 ε 범위 내에 있을 때 f (x) 또한 0으로부터 ε 범위 내에 있게 

된다는 뜻입니다. 더 작은 ε을 고를수록 f (x)는 0에 더욱 가까워집니다. 즉, x →0일 때 f (x)는 

0으로 향합니다. 이것이 바로 그림 A2.1 b 에 내재된 동적 사고 방식과 극한에 대한 직관적 이

해를 완벽하게 표현합니다.

극한에 대한 볼차노의 정의는 식 A2.1에서 x →0 대신 x →c로 f (x)→0 대신 f (x)→L로 
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일반화하면 됩니다. 또한 그림 A2.1 b 의 붉은색 사각형이 실제로는 직사각형일 가능성도 허

용합니다. 즉, 사각형의 너비와 높이에 대한 경계가 서로 다른 두 숫자에 따라 달라집니다(식 

A2.1에서는 단지 숫자 하나인데 비해). 이제 직사각형의 y 경계에 대해서는 앞서와 마찬가지

로 ε을 사용하여 정량화하고, x 경계를 정량화하는 데는 δ(델타)를 도입합니다. 결국 이것이 볼

차노의 정의이며, 이를 오늘날에는 엡실론-델타 논법을 이용한 극한의 정의라고 부릅니다.

정의 A2.1	 엡실론-델타 논법을 이용한 극한의 정의

c를 숫자라 하고, f는 c를 포함하는 구간(c는 제외될 수 있음)에서 정의된 함수라 하자.

이때 모든 ε＞0에 대해

0＜|x -c |＜δ  이면   |f (x)-L |＜ε        A2.2

을 만족하는 δ＞0가 존재한다면,

“x가 c로 다가갈 때 f (x)의 극한은 L이다.”라고 말하고 다음과 같이 적는다.

lim ( )
x c

f x L
®

=

여기서 다음과 같은 두 가지 사항을 알 수 있습니다.

≐≐ 식 A2.2는 식 A2.1을 일반화한 것이다.

≐≐ 0＜|x -c |＜δ라는 것은 x =c(즉, |x -c |=0)를 고려하지 않는다는 의미다. 이는 

극한이 x =c에서 무슨 일이 일어나는지는 고려하지 않고, 단지 x가 c에 다가갈 때 

무슨 일이 일어나는지만 고려하기 때문이다.

볼차노의 정의를 시각화하기 위해 먼저 부등식의 성질을 이용하여 식 A2.2를 전개해봅시

다. 즉, 부등식에는 다음과 같은 성질이 있습니다.
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|z -w |＜d    ⇔    -d＜z -w＜d    ⇔    w -d＜z＜w +d

이를 식 A2.2에 적용하면 다음과 같습니다.

c -δ＜x＜c +δ(단 x ≠ c)  이면   L -ε＜f (x)＜L +ε        A2.3

이런 식으로 바라보면 정의 A2.1이 의미하는 바는 다음과 같습니다. “어떤 ε＞0을 고르든

지 f (x)값을 구간 L -ε＜f (x)＜L +ε에 가둘 수 있는 x값의 구간(즉, c -δ＜x＜c +δ)을 항상 

찾을 수 있을 때 lim ( )
x c

f x L
®

= 이 성립한다.” 그림 A2.2에 이러한 모습을 나타냈습니다. 그래프

를 보면 더욱 더 작은 ε값을 고를수록 그래프를 더욱 더 점 (c , L)에 가깝도록 가두는 붉은색 직

사각형이 생기게 됩니다. 이를 해석한 것이 x →c일 때 f (x)→L입니다. 

잠깐 시간이 있다면 다음 링크에 접속하여 정의 

A2.1에 기반한 간단한 인터랙티브 프로그램을 살펴

보기를 권합니다.

https://www.desmos.com/calculator/boqlawxrdr

링크는 Desmos.com에 있는 그래프로 연결되는

데, 함수를 그래프로 표시하고 c값과 ε값을 선택하여 

해당하는 극한을 조사할 수 있습니다.

y = f (x) 

그림 A2.2 정의 A2.1의 시각화
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A2.2 극한에서 변수의 치환

정리 A2.1	 극한에서 변수의 치환

f와 g를 함수라 하자. lim ( )
x c

g x b
®

= 이고 c를 포함하는 구간에서 x ≠ c인 모든 x에 대해 

g(x)≠ c라고 가정하자. 이때 lim ( )
u b

f u
®

가 존재한다면 다음 식이 성립한다.

lim ( ( )) lim ( )
x c u b

f g x f u
® ®

=         A2.4

정리의 이름에서 알 수 있듯이, 이 정리의 결과인 식 A2.4를 통해 x →c일 때 f (g(x))의 극

한을 u =g(x)로 치환하여 u →b일 때 f (u)의 극한으로 변환할 수 있습니다. 실제로 u =g(x)로 

놓으면 가정에 따라 x →c일 때 g(x)→b이므로 역시 x →c일 때 u =g(x)→b가 됩니다. 따라

서 x →c를 u →b로 바꾸고 f (g(x))를 f (u)로 바꾸면 됩니다. 이때 f가 b에서 연속이라면 극한 

법칙 7(책의 본문 53쪽 정리 2.6)을 얻을 수 있습니다.

정리 A2.1을 이용하여 
0

sin(2 )lim
x

x
x®

를 구하라.

  해답   이 극한은 책의 본문 예제 2.32(60쪽)에서 계산한 바에 따르면 2이다. 여기서

는 해당 예제에서 그랬듯이 다음과 같이 접근한다.

sin(2 ) sin(2 )2
2

x x
x x

=

이런 식으로 바라보면 구하고자 하는 극한은 다음과 같다.

0 0

sin(2 ) sin(2 )lim 2 2 lim
2 2x x

x x
x x® ®

=

sin (2x)/(2x) 함수는 f (x)=sin x/x , g(x)=2x인 합성 함수 f (g(x))로 볼 수 있다. 이

예   제

A2.1
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제 이를 이용하여 정리 A2.1의 모든 가정을 확인해보자. 과정은 다음과 같다.

≐≐
0 0

lim ( ) lim 2 0
x x

g x x
® ®

= =  (따라서 정리에서의 b값은 0이다.)

≐≐ 0을 포함하는 구간에서 x ≠ 0인 모든 x에 대해 g(x)=2x ≠ 0이다.

≐≐ 마지막으로 책의 본문 59쪽, 식 2.3에 따라 
0 0

sinlim ( ) lim 1
u u

uf u
u® ®

= = 이다.

이제 정리 A2.1의 결론인 식 A2.4를 이용하면 다음과 같다.

0 0 0

sin(2 ) sin(2 ) sinlim 2 lim 2 lim 2(1) 2
2x x u

x x u
x x u® ® ®

= = = =

A2.3 지수 함수와 로그 함수의 연속성을 뒷받침하는 이론

미적분에서 가장 자주 마주하는 지수 함수는 e x입니다. 여기서 e는 오일러의 수라고 알려진 

무리수이며 극한으로 정의됩니다.

정의 A2.2	 e의 정의

e로 표기하는 오일러의 수는 다음과 같이 정의한다.

1/

0
lim(1 ) x

x
e x

®
= +         A2.5

(이러한 정의의 기원은 섹션 A2.6에서 논의합니다.) 이제 e x의 극한을 살펴봅시다. f (x)=  

e x의 그래프를 그려보면 다음을 알 수 있습니다(그림 A2.3).
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모든 실수 c에 대해  lim x c

x c
e e

®
=         A2.6

(정의 A2.1의 표현을 따르면 모든 ε＞0에 대

해서 항상 점 (c , ec)을 중심으로 하는 붉은색 상

자(어떤 c를 고르더라도 그래프를 가두는)를 찾

을 수 있습니다. 이는 앞서 언급한 링크에 접속

하여 Desmos.com에 있는 그래프의 함수를 f (x) 

=e x로 바꿔 확인할 수도 있습니다.) 식 A2.6에 

따르면 e x이 모든 x값 c에서 연속임을 알 수 있

습니다. 이를 통해 다음과 같은 일반적인 지수 함

수의 연속성도 확립할 수 있습니다. 먼저 임의의 

지수 함수 g(x)=abx을 밑이 e인 지수 함수로 다

시 적어봅시다.

ln( )x b x rxab a e ae= =

여기서 r = ln b입니다(로그는 책의 본문 부록 A의 섹션 A.8에서 다룹니다). 그러면 책의 

본문 정리 2.3을 이용하여 g(x)=abx의 연속성을 확립할 수 있고, 이것이 본문의 정리 2.4가 됩

니다.

이제 로그 함수의 연속성을 살펴봅시다. f (x)= ln x의 그래프를 그려보면 다음을 알 수 있

습니다(그림 A2.3).

모든 실수 c＞0에 대해  lim ln ln
x c

x c
®

=         A2.7

(이것도 역시 정의 A2.1을 통해 검증할 수 있습니다.) 이에 따르면 ln x가 모든 x값 c＞0

에서 연속임을 알 수 있습니다. 여기서 c＞0이라는 제한은 ln x의 정의역이 구간 (0, ∞)이기 

때문입니다. logb x는 밑 변환 공식(책의 부록 A 식 A.15 , 279쪽)을 통해 ln x 형태로 나타낼 수 
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그림 A2.3 f (x)=e x(파란색)와 f (x)= ln x (붉은색)  

그래프 일부
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있으므로, 앞서 지수 함수에서 살펴본 방식과 유사한 과정을 거칠 수 있습니다. 따라서 책의 본

문 정리 2.3을 통해 g(x)= logb x의 연속성을 확립할 수 있고, 이것이 역시 본문의 정리 2.4가 

됩니다.

A2.4 중간값 정리

정리 A2.2	 중간값 정리

f 가 닫힌 구간 [a , b ]에서 연속이고,  

N은 f (a)＜N＜f (b)를 만족하는 수라고 하자(이때 f (a)≠ f (b)).

그러면 f (c)=N을 만족하는 수 c가 구간 (a , b) 안에 존재한다.

이 정리가 의미하는 바는 다음과 같습니다. ‘연속 

함수 f는 f (a)와 f (b) 사이의 모든 y값을 통과한다(단, 

f (a)≠ f (b)이고 관심 구간이 닫힌 구간 [a , b ]라고 가

정할 때).’ 이러한 결론에 도달한 이유는 f (a)와 f (b) 사

이의 어떠한 N값을 고르더라도 구간 [a , b ] 내에 있는 

어떠한 c에 대해 N = f (c)가 성립하기 때문입니다. 다

른 말로 하자면 어떠한 N값을 고르더라도 그 값은 f에 

대한 어떠한 입력 c의 출력이기 때문입니다. 그림 A2.4

에 특정 함수와 N, a , b값에 대해 이를 그림으로 나타

냈습니다.

y = f (x) 

그림 A2.4 정리 A2.2의 그래프 표현
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A2.5 식 2.3  의 극한 추론

이 책 본문의 식 2.3을 추론하는 방법을 살펴보

겠습니다.

0

sinlim 1
x

x
x®

=

그림 A2.5를 살펴봅시다. 그림의 단위 원에서 중

심각 θ에 대응하는 호의 길이 s는 s =θ입니다(s =rθ

이므로, 책의 부록 A 식 A.18  참고, 282쪽). 그림을 

보면 알 수 있듯이 θ가 0에 가까워지면 s »sin θ가 

됩니다. 따라서 θ가 0에 가까워지면 sin θ »θ가 성립

하고 sin 1θ
θ » 이 됩니다. 그림을 보면 이러한 근삿값이 θ가 0에 더 가까워질수록 정확해진다

는 것을 알 수 있으며, 이러한 결과가 바로 식 2.3입니다.

A2.6 e의 극한 정의의 기원

오일러의 수 e »2.718은 수학에서 수많은 중요한 공식에 등장하는 아주 특별한 무리수입

니다. e에 위대한 수학자 오일러(1707-1783)의 이름이 붙긴 했지만, 이 수를 발견한 것은 1638

년 야코프 베르누이(Jacob Bernoulli)였습니다. 베르누이는 다음과 같은 단순한 문제를 탐구

하고 있었습니다. ‘이자 지급 빈도가 이자가 붙는 예금 계좌의 잔액에 어떠한 영향을 미치는

가?’ 특히, 여러분이 매년 r%의 이자를 지급하는 예금 계좌를 개설하고 M 0달러를 예금했다고 

가정해봅시다(책의 본문 응용 예제 A.10에서와 똑같은 설정입니다). 이자를 매년 단 한 번만 

1 sinθ

θ

s

그림 A2.5 반지름 1인 원 위의 중심각 θ에 해당하

는 호의 길이 s (붉은색)와 높이 sin θ (녹색)
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지급할 때 이를 연 복리(yearly compounding)라 합니다. 어떤 예금 계좌는 잔액에 대해 매년 4

번 이자를 지급하며(세 달마다 (r/4)%) 이를 분기 복리(quarterly compounding)라 합니다. 일

반적으로 예금 계좌에 매년 n번의 이자를 지급할 때, 초기 예금 M 0 이후 t년이 지난 계좌의 잔

액 M은 다음과 같습니다(책의 본문 연습문제 46번 참고, 79쪽).

0( ) 1
nt

rM t M
n

æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
        A2.8

여기서 r은 소수로 표현한 연이율입니다. 베르누이는 이제 n이 점점 커질 때(즉, 잔액에 

대한 이자를 더욱 자주 지급할 때) 무슨 일이 일어나는지 살펴봤습니다. e가 식 A2.8로부터 어

떻게 출현하는지 알아보기 전에 먼저 구체적인 예를 통해 이를 살펴보겠습니다.

매년 100% 이자를 1년에 n번 복리로 지급하는 예금 계좌(와우!)에 $1를 예금했다고 

가정하자. 

(a) 첫 해가 지난 후 연말의 계좌 잔액 M(1)의 공식을 적으시오.

(b)	�(a)번에서 얻은 함수의 그래프를 구간 1 ≤ n ≤ 12에 대해, 또한 구간 

200 ≤ n ≤ 1,000에 대해 그리시오. 그리고 이렇게 얻은 결과를 해석하시오.

  해답   

(a) �식 A2.8의 표기법을 따르자면, M 0=1, r은 소수 표현으로 1, t =1이다. 따라서 

다음과 같다.

1(1) 1
n

M
n

æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
        A2.9

(b) �그림 A2.6에 주어진 n값에 대한 M(1)의 그래프를 나타냈다(여기서 M(1)값은 소

수 세째 자리까지 반올림했다). 그림 b 의 들쭉날쭉한 부분은 인위적인 것이다. 

이는 컴퓨터가 그래프의 해당 부분을 계산하는 데 어려움을 겪어서 나타난 현상

응용 예제

A2.2



012 미적분에 빠진 하루

이다.

2 4 6 8 10 12

1

2

3

n

y

400 600 800 1,000

2.715

2.720

n

y

a b 

그림 A2.6 
11

n

y
n

æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
 그래프의 일부 a  구간 1 ≤ n ≤ 12 b  구간 200 ≤ n ≤ 1,000

그림 A2.6 a 를 보면 알 수 있듯이, M(1)은 n이 커짐에 따라 증가합니다. 즉, 이자를 더 

자주 지급할수록(n이 클수록) 1년 후의 잔액(M(1))이 더 커집니다. 하지만 그림 A2.6 b 를 보

면 조금 다른 점을 알 수 있습니다. 즉, n → ∞일 때 M(1)은 2.715와 2.720 사이의 숫자에 다가

갑니다. (금융에서는 n → ∞를 연속 복리(continuous compounding)라고 부릅니다.) 베르누이

는 정확한 숫자를 알아내려고 했지만, 단지 2와 3 사이에 있다는 결론만 내릴 수 있었습니다. 

1748년이 되어서야 오일러가 n → ∞일 때 식 A2.9의 우변의 극한이 e라는 것을 증명했습니다.

1lim 1
x

x

e
x®¥

æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
        A2.10

오일러의 박사학위 지도교수는 요한 베르누이였고, 요한의 박사학위 지도교수는 그의 동

생인 야코프 베르누이였습니다(여기서 지금까지 이야기한, 연속 복리에 호기심을 가졌던 바로 

그 베르누이).
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A3.1 식 3.14  에 있는 극한을 유도하는 다른 방법

책의 본문(103쪽)에 있는 식 3.14의 괄호 안 극한을 계산하는 다른 방법은 다음과 같습니

다. 2장 부록의 식 A2.5에 주어진 e의 정의에 여기서의 맥락에 맞는 표기법을 적용하면 다음과 

같습니다.

1/

0
lim(1 ) h

h
e h

®
= +

h가 0에 매우 가까울 때, 다음과 같이 간주할 수 있습니다.

h »0에 대해        e »(1+h)1/h

이는 eh»1+h라는 뜻이므로 다음이 성립합니다.

h »0에 대해      
1 1

he
h
-

»

h →0일 때 이러한 근삿값은 더욱 정확해집니다. 따라서 다음 식이 성립합니다.

0

1lim 1
h

h

e
h®

-
=
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A4.1 평균값 정리

먼저 평균값 정리를 살펴보며 시작합시다.

정리 A4.1	 평균값 정리

f 가 닫힌 구간 [a , b ]에서 연속이고 열린 구간 (a , b)에서 미분 가능하다고 하자. 그러면 다음 식

을 만족하는 수 c가 구간 (a , b) 안에 있다.

( ) ( )( ) f b f af c
b a
-¢ =
-

        A4.1

평균값 정리를 그림으로 표현하기 전에 먼저 식 

A4.1의 결론을 분석해보겠습니다. 식 A4.1의 좌변 

f ¢(c)는 x =c에서 f 그래프 위의 접선의 기울기입니

다. 식 A4.1의 우변은 점 (a , f (a))와 (b, f (b))를 지나

는 할선의 기울기입니다(이는 책의 본문 90쪽, 식 3.8

에서 단지 Δx를 b -a로 바꾼 것입니다). 따라서 평균

값 정리의 결론을 다음과 같이 다시 적을 수 있습니다. 

‘구간 (a , b) 안에 점 (a , f (a))와 (b, f (b))를 지나는 할

선의 기울기와 똑같은 접선의 기울기를 갖는 x값이 적

어도 하나 존재한다.’ 이러한 모습을 그림 A4.1에 나타냈습니다.

y = f (x) 

그림 A4.1 평균값 정리
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A4.2 정리 4.1(책의 본문 155쪽)의 증명

정리 4.1(책의 본문 155쪽)은 다음과 같습니다.

정리 4.1	

f 가 구간 (a , b)에서 미분 가능하다고 하자. 그러면 다음이 성립한다.

(a) 구간 (a , b)의 모든 x에 대해 f ¢(x)＞0이면 f는 해당 구간에서 증가한다.

(b) 구간 (a , b)의 모든 x에 대해 f ¢(x)＜0이면 f는 해당 구간에서 감소한다.

여기서는 (a)의 증명을 살펴보고 (b)의 증명은 여러분 몫으로 남겨두겠습니다. 어떤 증명

이든지 시작하기 전에 먼저 증명하려는 내용과 어떻게 증명에 도달할지를 생각해보는 것이 좋

습니다. 여기서는 f 가 구간 (a , b)에서 증가하고 있음을 보여야 합니다. 이 말은 곧 구간 (a , b)

에서 x 1＜x 2인 임의의 두 값 x 1과 x 2를 고를 때, 항상 f (x 1)＜f (x 2)임을 보이면 된다는 뜻입니다. 

그런데 구간 (a , b)의 모든 x에 대해 f ¢(x)＞0으로 주어졌으므로, f는 구간 (a , b)에서 연속입니

다(미분 가능하면 연속이기 때문입니다. 책의 본문 97쪽 참고). 따라서 식 A4.1을 통해 미분계

수를 함숫값과 관련 짓는 평균값 정리를 이용할 수 있습니다. 다만, 지금처럼 평균값 정리의 결

론을 이용하려면 먼저 이렇게 평균값 정리의 가정을 확인해야만 합니다. 앞선 분석을 통해 증

명을 위한 지침을 마련했습니다. 이제 공식적인 증명을 살펴봅시다.

증명: 구간 (a, b)에서 x 1＜x 2인 임의의 두 값을 x 1과 x 2라 하자. 그런데 구간 (a , b)의 모든 

x에 대해 f ¢(x)＞0이므로 f는 구간 (a , b)에서 미분 가능하고, 특히 구간 (x 1, x 2)에서도 미분 가

능하다.1 따라서 평균값 정리의 가정을 만족하므로, 평균값 정리를 적용하면 다음 식을 만족하

1　 �이 시점에서 누군가는 x 1=a 또는 x 2=b이면 어떻게 될지 신경 쓰일 수 있다. 그렇게 되면 구간 [a , x 2] 또는 [x 1, b ]에 대해 이야기해

야 하는데 정리 4.1에는 x=a나 x=b에서의 f에 대한 가정이 없다. 따라서 x 1=a 또는 x 2=b는 고려할 사항이 아니다. x 1과 x 2는 

a와 b를 제외한 구간 (a , b)에 있기 때문이다.
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는 c가 구간 (x 1, x 2)에 존재한다.

2 1

2 1

( ) ( )( ) f x f xf c
x x

-¢ =
-

이 식의 양변에 x 2-x 1을 곱하면 다음과 같다.

f (x 2)- f (x 1)= f ¢(c)(x 2-x 1)

여기서 x 1＜x 2이므로 x 2-x 1＞0이다. 그리고 구간 (a , b)의 모든 x에 대해 f ¢(x)＞0이므로 

또한 f ¢(c)＞0이다. 따라서 f ¢(c)(x 2-x 1)은 두 양수의 곱이므로 역시 양수가 된다. 그러므로 결

론은 다음과 같다.

f (x 2)- f (x 1)＞0    ⇒    f (x 1)＜f (x 2)

정리해보면, x 1＜x 2라고 가정했는데 f (x 1)＜f (x 2)라는 결론을 얻었다. 게다가 x 1, x 2 쌍은 

임의의 값이었으므로(단지 x 1＜x 2이고 x 1과 x 2가 구간 (a , b)에 속하기만 하면 된다), 이러한 

결론은 x 1＜x 2인 구간 (a , b) 안의 모든 x 1, x 2 쌍에 대해 성립한다. 그러므로 f는 구간 (a , b)에

서 증가하고 있다.
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A5.1 리만 합과 정적분

책의 섹션 5.2에서 정적분에 대한 라이프니츠의 관점을 논의했습니다. 즉, 정적분을 무한

소의 폭 dx와 높이 f (x)인 직사각형들의 면적 합으로 생각했습니다. 이후 1854년에 독일의 수

학자 베른하르트 리만(Bernhard Riemann)이 라이프니츠의 아이디어를 정확하게 다듬었습니

다(이번 부록의 이어지는 내용에서 관련된 역사를 간단히 살펴볼 수 있습니다). 그는 먼저 유한

한 폭 Δx와 높이 f (x i)인 직사각형(여기서 x i는 직사각형의 밑변에 해당하는 구간 안에 있는 어

떤 x값)을 생각한 다음, 극한을 구함으로써 정적분에 도달할 수 있었습니다. 이는 책의 본문 1

장의 그림 1.3에서 살펴본 미적분 워크플로와 정확히 일치합니다.

xi
x

y

f(xi)

xi
x

y

f(xi)

a b

그림 A5.1 a  폭 Δx와 높이 f (xi)인 직사각형, 따라서 직사각형의 면적은 f (xi)Δx b  똑같은 폭 Δx와 모두 f (xi) 형태의 높이를 지

닌 여러 직사각형, 여기서 xi는 직사각형을 구성하는 구간의 왼쪽 끝점. 그림을 보면 알 수 있듯이 이들 직사각형 면적의 합은 곡

선 아래의 면적을 근사한다.
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리만의 직사각형 면적은 f (x i)Δx (높이와 밑변의 곱)입니다. 그림 A5.1 a 에 이러한 직사각

형 하나를 나타냈습니다. 그러고 나서 그림 A5.1 b 에서 볼 수 있듯이, 이러한 직사각형 n개를 

가정하여 x =a와 x =b 사이의 f (x) 그래프 아래 면적을 근사합니다. 이들 직사각형 면적의 합

을 오늘날 리만 합(Riemann sum)이라 부릅니다.

1

0
( )

n

i
i

f x x∆
-

=
å

(Σ 기호는 ‘합(sum)’을 나타내고 아래쪽과 위쪽 첨자는 면적 f (x i)Δx를 i =0부터 

i =n -1까지 더해야 함을 나타냅니다.) 예를 들어 그림 A5.1 b 에 있는 직사각형 면적의 합은 

n =10인 리만 합입니다.

9

0 1 9
0

( ) ( ) ( ) ( )i
i

f x x f x x f x x f x x∆ ∆ ∆ ∆
=

= + + +å 

그러고 나서 리만은 다음과 같은 리만 합에서 Δx →0일 때의 극한으로 정적분을 정의할 

수 있음을 보였습니다.

1

0 0
( ) lim ( )

nb

i
xa i

f x dx f x x
∆

∆
-

®
=

é ù
ê ú= ê ú
ë û
åò         A5.1

Δx →0일 때 직사각형의 폭이 축소되고, 결국 ‘무한소의 폭’을 지닌 라이프니츠의 직사각

형이 됩니다. 그리고 앞에서 폭 Δx의 직사각형을 n개 사용한다고 말했으므로, Δx →0이면 근

삿값을 구하기 위해 점점 더 많은 직사각형이 필요하게 됩니다. 따라서 Δx →0은 n → ∞와 같

습니다. (잠시 후에 이를 이용하여 리만 합 접근 방식으로 정적분을 구해보겠습니다.)

리만 합에 대해 지금까지 살펴본 내용에는 다음과 같은 중요한 두 가지 사실이 들어있습

니다.

≐≐ 정적분에 대한 리만 접근 방식은 미분과 마찬가지로 정적분도 궁극적으로 극한의 

관점에서 정의된다는 점을 나타낸다. 따라서 정적분의 존재 유무는 그러한 극한의 

존재에 달렸다. (피적분 함수가 연속이라면 정적분이 존재함을 보일 수 있다.)
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≐≐ 적분에 대한 리만 접근 방식은 곡선 아래의 면적을 추정하여 정적분을 근사할 수 

있음을 상기시킨다. 그래프가 주어지고 모눈 격자가 표시되어 있다면 곡선 아래의 

면적을 직접 추정해볼 수 있다(책의 본문 5장의 연습문제 16번 참고).

리만 합 구하기

이제 리만 접근 방식에 몇 가지 세부 사항을 채워 넣어 리만 합을 계산할 수 있도록 준비해

보겠습니다. 그림 A5.2 a 에 표시된 밝은 붉은색 면적을 예로 설명하겠습니다. 여기서 적분 구

간은 [0, b ]입니다. 이제 이 구간을 n개의 폭이 같은 소구간으로 나눈다고 가정합시다. 그러면 

n개의 소구간은 다음과 같습니다.

[0, x 1], [x 1, x 2], ..., [xn-1, b ]        A5.2

각 소구간의 폭을 Δx로(이것이 곧 만들 각 직사각형의 폭이 됨) 표기하면 다음 식이 성립

합니다.								      

nΔx =b        A5.3

이는 전체 적분 구간의 길이가 b이고, 여기서 우리는 전체 구간을 길이 Δx의 소구간 n개

로 나눴기 때문입니다. 식 A5.3을 변형하면 다음을 얻습니다.

bx
n

∆ =         A5.4

이제 첫 번째 소구간 [0, x 1]의 길이는 Δx이므로 x 1-0=Δx를 얻습니다. 따라서 x 1=Δx입

니다. 두 번째 소구간 [x 1, x 2]의 길이 역시 Δx이므로 x 2-x 1=Δx입니다. 이때 x 1=Δx이므로 

다음 식이 성립합니다.

x 2-x 1=Δx  ⇒  x 2-Δx =Δx  ⇒  x 2=2Δx

이제 x 3의 공식이 x 3=3Δx라는 것은 쉽게 예측할 수 있습니다. 실제로 이를 일반화하면 
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다음과 같습니다.

x i = iΔx ,  i =1, ..., n        A5.5

(이때 식 A5.3에 따라 xn=nΔx =b라는 점에 주의합시다.)

x1 x2 xn−1b… … x

y

x

y

a b

그림 A5.2 

이제 우리가 곧 만들 모든 직사각형의 폭 Δx와 위치 x i를 알게 되었습니다(그림 A5.2 b  

참고). 따라서 이제 직사각형을 만드는 데 필요한 것은 높이를 결정하는 것뿐입니다. 리만 합 

접근 방식에서 직사각형의 높이는 f (x)값이라는 점을 떠올려 봅시다. 여기서는 f (x i)로 다음과 

같이 각 소구간의 왼쪽 끝점의 함숫값을 선택하겠습니다.1

f (0), f (x 1), f (x 2), ..., f (xn-1)

그리고 식 A5.5를 적용하면 이를 Δx로 표현할 수 있습니다.

1　 곧 이어서 만약 다른 값을 선택한다면 어떤 일이 일어나는지 살펴본다.
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f (0), f (Δx), f (2Δx), ..., f ((n -1)Δx)

이러한 직사각형의 높이 각각에 폭 Δx를 곱하면 각 직사각형의 면적이 나옵니다.

f (0)Δx , f (Δx)Δx , f (2Δx)Δx , ..., f ((n -1)Δx)Δx

그리고 이들을 모두 더하면 내접하는 직사각형들의 총 면적이 나옵니다.

1

0
(0) ( ) (2 ) (( 1) ) ( )

n

i
f x f x x f x x f n x x f i x x∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

-

=

+ + + + - =å
        A5.6

이러한 합은 리만 합의 특정 형태로서, 왼쪽 리만 합(left-endpoint Riemann sum)이라 부

릅니다. 왜냐하면 직사각형을 만들 때 각 소구간의 왼쪽 끝점을 사용하기 때문입니다. 왼쪽 리

만 합을 이용하여 정적분을 어떻게 구하는지 살펴보기에 앞서, 여기서 잠깐 멈추고 지금까지 

한 작업을 좀 더 자세히 확인해 봅시다.

그림 A5.1과 A5.2에 있는 파란색 곡선의 방정식을 f (x)=x 2+1이라 하자. 식 A5.6의 

리만 합을 이용하여 f의 그래프와 x축, x=0, x=1로 둘러싸인 면적을 근사하라. 이

때 각각 다음과 같은 직사각형 개수를 사용한다.

(a) 3개의 내접 직사각형

(b) 5개의 내접 직사각형

(c) 10개의 내접 직사각형(그림 A5.2 b  참고)

  해답   

(a) �여기서 b =1이고 n =3이다. 따라서 식 A5.4로부터 Δx =1/3이 각 직사각형의 

폭이다. 이제 식 A5.5에 따라 x i = i/3이므로 식 A5.6의 리만 합은 다음과 같다.

예   제

A5.1
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2 2 2

0 0
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2 2

3 2

1 11
3 3 3 3

1 1 21 1 1
3 3 3
1 1 23
3 3 3

1 321 [1 2 ] 1.19
3 27

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

i i

i if
= =

é ù
ê ú= +ê úë û

é ùæ ö æ ö÷ ÷ç çê ú÷ ÷= + + + +ç ç÷ ÷ê úç ç÷ ÷ç çè ø è øê úë û
é ù
ê ú= + +ê úë û

= + + = »

å å

(b) �여기서 n =5이므로 Δx =1/5이 각 직사각형의 폭이다. 또한 x i = i/5이므로 식 

A5.6의 리만 합은 다음과 같다.

		

4 4 2

0 0

2 2

3 2 2

1 11
5 5 5 5

1 1 45
5 5 5

11 [1 2 4 ]
5

31 1.24
25

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( )

i i

i if
= =

é ù
ê ú= +ê úë û

é ù
ê ú= + + +ê úë û

= + + +

= »

å å





(c) �여기서 n =10이므로 Δx =1/10이 각 직사각형의 폭이다. 또한 x i = i/10이므로 

식 A5.6의 리만 합은 다음과 같다.

9 3 2 2

0

1 1 2571 [1 2 9 ] 1.285
10 10 10 200

( )( ) ( )
i

if
=

= + + + = »å 

이 숫자들은 대략 1.3 근처의 어떤 숫자에 천천히 다가가는 것처럼 보입니다. 다음 링크에 

접속하면 인터랙티브 프로그램을 통해 앞선 리만 합이 어떤 숫자에 다가가는지, n을 더 늘려가

며 확인해 볼 수 있습니다(또한 f (x)와 a , b를 변경하여 리만 합을 더 폭넓게 살펴볼 수도 있습

니다).

https://www.desmos.com/calculator/9tp1vfohv6
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지금까지 살펴본 바에 따르면 구간 [0,1]에 걸친 x 2+1의 정적분이 1.3 근처임을 알 수 있

습니다. 이제 리만의 접근 방식에서 마지막 부분인 식 A5.1의 극한을 추가하여 해당 숫자를 고

정해 보겠습니다. 

리만 합으로 정적분 구하기

그림 A5.2 a 의 음영 영역은 x =0에서 x =b까지 x 2+1의 정적분입니다. 리만의 접근 방

식에 따라 식 A5.1을 이용하면 이는 다음과 같습니다.

11 2

00 0
( 1) lim ( )

n

i
x i

x dx f x x
∆

∆
-

®
=

+ = åò         A5.7

이제 해야 할 일은 f (x i)와 Δx를 계산하여 우변의 리만 합을 구하고, Δx →0일 때 극한을 

취해 결과를 얻는 것입니다. 

이미 앞선 예제에서 했던 작업을 n개의 직사각형으로 일반화하면 더 많은 작업을 수행할 

수 있습니다. 따라서 10개의 직사각형을 이용했던 앞선 예제의 (c)번의 풀이에 있는 식에 10 대

신 n을 대입하겠습니다. 그러면 다음과 같은 리만 합을 얻습니다.

1

0

1( )( )
n

i

if
n n

-

=
å

이를 식 A5.7에 대입하면 다음을 얻습니다.

		
11 2

00 0

1( 1) lim ( )( )
n

x i

ix dx f
n n∆

-

®
=

+ = åò

				  
3 2 2

0

1lim 1 [1 2 ( 1) ]( )
x

n
n∆ ®

ì üï ïï ï= + + + -í ýï ïï ïî þ


        A5.8

괄호 [ ] 안의 양은 1부터 n -1까지 자연수 제곱의 합입니다. 이를 시그마 표기법으로 나

타내면 다음과 같습니다.

1
2 2 2

1
1 2 ( 1)

n

i
n i

-

=

+ + + - =å
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따라서 식 A5.8은 다음과 같습니다.

11 2 2
300 1

1( 1) lim 1 ( )
n

x i
x dx i

n∆

-

®
=

ì üï ïï ï+ = +í ýï ïï ïî þ
åò         A5.9

여기서 우변의 시그마로 나타낸 합은 다음과 같은 공식으로 풀 수 있습니다.2

3 21
2

1
, 1

3 2 6

n

i

n n ni n
-

=

= - + ³å         A5.10

이를 식 A5.9에 대입하면 다음과 같습니다.

		
3 21 2

300

1( 1) lim 1
3 2 6

( )
x

n n nx dx
n∆ ®

ì üé ùï ïï ïê ú+ = + - +í ýê úï ïï ïë ûî þ
ò

				  
20

1 1 1lim 1
3 2 6x n n∆ ®

é ù
ê ú= + - +ê úë û

        A5.11

이제 이러한 극한을 계산하는 방법은 다음 두 가지가 있습니다.

1.	 Δx →0일 때 n → ∞라는 점을 떠올리면, 앞선 극한은 1+1/3=4/3이 된다(1/n과 

1/n 2은 n → ∞일 때 모두 0에 다가가기 때문).

2.	 식 A5.4로부터 Δx =1/n이라는 점을 떠올리면, 다음과 같이 앞선 식의 모든 1/n

을 Δx로 치환할 수 있다.

1 2 2

00

1 1 1( 1) lim 1 ( ) ( )
3 2 6x

x dx x x
∆

∆ ∆
®

é ù
ê ú+ = + - +ê úë û

ò         A5.12

그러면 Δx →0일 때 우변은 역시 4/3로 다가간다.

이들 중 두 번째가 각 직사각형의 폭 Δx가 변함에 따라 리만 합 면적이 어떻게 되는지 정

확하게 보여주는 이점이 있습니다. 이러한 작업을 통해 이제 다음과 같은 결론을 내릴 수 있습

2　 이 공식에 대한 다양한 증명은 다음 링크에서 확인할 수 있다. https://proofwiki.org/wiki/Sum_of_Sequence_of_Squares
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니다.

1 2

0

4( 1) 1.3
3

x dx+ = =ò         A5.13

(여기서 1.3 1.333= 

은 순환 소수입니다.) 이것이 바로 앞서 예측한 대략 1.3 근처의 

값입니다.

지금까지 리만 접근 방식을 이용하여 첫 번째 적분을 계산했습니다. 이러한 작업에는 꽤 

오랜 시간이 걸리기 때문에 보통은 이런 방식으로 적분을 계산하지 않습니다. 사용할 수 있는 

훨씬 더 빠른 방법이 있기 때문입니다(이는 미적분의 기본 정리(책의 본문 209쪽, 정리 5.1)로

부터 비롯되며, 책의 섹션 5.4-5.10에서 논의합니다).

하지만 리만 합은 여전히 유용합니다. 그중 하나로 앞선 예제에서 살펴봤듯이 리만 합으로 

정적분의 근삿값을 구할 수 있으므로, 정확한 정적분을 계산할 수 없을 때 유용하게 사용할 수 

있습니다. 이제 정적분의 리만 합 정의를 살펴보며 이번 이야기를 마치겠습니다.

정의 A5.1 	 정적분

f를 함수라 하자. x =a와 x =b 사이에서 f의 정적분은 다음과 같이 정의된다.

1

0 0
( ) lim ( )

nb

i
xa i

f x dx f x x
∆

∆
-

®
=

= åò         A5.14

여기서 x i =a + iΔx이고 b a
nx∆ -= 이며, 극한이 존재해야 한다.

이것이 정적분의 유효한 정의임을 증명하는 것은 매우 어렵지만, 실제로 이러한 정의로 정

확한 정적분 값을 얻을 수 있습니다(증명은 보통 심화 미적분 과정이나 실해석학(real analy-

sis) 과정에서 논의합니다). 다음은 이러한 정의의 이해를 돕는 두 가지 추가 예제입니다.
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주어진 구간에서 다음 함수의 정적분을 구하라.

(a) f (x)=x 3, [0, 1]

(b) g(x)=x 2+x , [1, 2]

  해답   

(a) �여기서는 a =0, b =1이므로 Δx =(1-0)/n =1/n이고 x i =0+ i/n = i/n이다(정

의 A5.1 참고). 이제 식 A5.14의 우변에 있는 리만 합을 먼저 구해보자.

1 1 3

0 0

1 1( ) ( )( ) ( )
n n

i i

i if
n n n n

- -

= =

=å å

f (x)=x 3이므로 f (i/n)=(i/n)3을 사용하고 계속해서 풀어보자.

31 13

4
0 0

1( )( )
n n

i i

i i
n n n

- -

= =

=å å

우변의 합에 있는 모든 항은 분모가 n 4인 분수이므로, 1/n 4을 계수로 빼낸다.

31 1
3

4 4
0 0

1n n

i i

i i
n n

- -

= =

é ù
ê ú= ê ú
ë û

å å

이제 공식을 사용한다.

4 3 21
3

4 4 2
0

2

1 1 1 1 1
4 2 4 4 2 4

1 1 1( ) ( )
4 2 4

n

i

n n ni
nn n n

x x∆ ∆

-

=

é ùé ù
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å

Δx =1/n을 적용하고 최종적으로 극한을 구하면 다음과 같다.

1 3 2

00

1 1 1 1lim ( ) ( )
4 2 4 4x

x dx x x
∆
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®

é ù
ê ú= - + =ê úë û

ò

(b) �여기서는 a =1, b =2이므로 Δx =(2-1)/n =1/n이다. 따라서 x i =a + iΔx =1 

+ i/n이다. 마찬가지로 식 A5.14의 우변에 있는 리만 합을 구해보자.

예   제

A5.2

(a)다음 공식이 도움된다.
4 3 21

3 3 3

1
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4 2 4
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힌트

(b)다음 공식이 도움된다.
21

1
1 2 ( 1) , 1

2 2

n
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g(x)=x 2+x이므로 g(1+ i/n)=(1+ i/n)2+(1+ i/n)을 사용한다. 이때 앞선 식

에서 괄호 [ ] 안의 식은 다음과 같이 정리할 수 있다.

2 22

2 2

2 31 1 1 1 2( ) ( )i i i i i i i
n n n n nn n

+ + + = + + + + = + +

따라서 리만 합은 다음과 같다.
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이를 다음과 같이 나눌 수 있다.

21 1 1

3 2
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첫 번째 합의 각 항에는 1/n 3, 두 번째 합의 각 항에는 3/n 2, 세 번째 합의 각 항에

는 2/n이 곱해져 있으므로 이를 빼내면 다음과 같다.
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마지막 합은 1을 n번 더한 것이므로 n이다. 첫 번째 합에 식 (A5.10)을 사용하고 

두 번째 합에 힌트로 주어진 식을 사용하면 다음과 같다.
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Δx =1/n이므로 Δx를 이용하여 리만 합을 나타내면 다음과 같다.
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마지막으로 Δx →0일 때 극한을 구하면 다음과 같다.
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그림 A5.3 a - b 에 이번 예제로 구한 두 면적을 나타냈다.
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y

a b

그림 A5.3

A5.2 간략히 살펴보는 적분의 역사

적분은 고대 이집트인과 그리스인이 면적을 계산할 때 사용한 접근 방식인 소진법(method 

of exhaustion)에 뿌리를 두고 있습니다. 소진법은 다음과 같은 3단계 절차로 구성됩니다(그림 

A5.4에서는 원에 대해 적용함).

1.	 면적을 구하려는 영역을 이미 면적을 어떻게 계산하는지 알고 있는 더 작은 영역

으로 분할한다(예: 그림 A5.4의 붉은색 삼각형들).

2.	 잘린 작은 영역들의 면적을 더하여 구하려는 영역 면적의 근삿값을 얻는다(그림 
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A5.4의 검은색 다각형).

3.	 사용하는 작은 영역의 개수가 증가할수록 이들 면적의 총합이 결국에는 구하려는 

영역을 모두 소진(exhaust, 전체를 소비)함을 보인다.

간단히 설명하자면 이것이 바로 소진법입니다. (이 과정을 보며 여러분이 극한을 떠올리

길 바랍니다. 실제로 이러한 개념은 일찍이 기원전 400년경에 널리 퍼져 있었습니다.) 아르키

메데스(기원전 287-212년경)와 다른 고대 그리스인들은 이 방법을 이용하여 원의 면적과 또 

다른 곡선 형태의 부피(예: 구와 원뿔)를 정확하게 도출했습니다. 훨씬 후에 이탈리아의 수학

자 보나벤투라 카발리에리(1598-1647, 많은 사람들이 ‘현대 과학의 아버지’로 여기는 갈릴레

오의 제자였음)는 이 방법을 적분의 선구자격인 불가분량법(또는 카발리에리의 원리, method 

of indivisibles)이라 알려진 기법으로 발전시켰습니다.

내접한 다각형의 면적은 다각형을 구성하는 삼각형의 개수가 증가할수록 원의 면적에 가까워진다.내접한 다각형의 면적은 다각형을 구성하는 삼각형의 개수가 증가할수록 원의 면적에 가까워진다.

그림 A5.4

소진법으로부터 불가분량법으로

다시 그림 A5.4로 돌아가 잠시 살펴보면, 원에 내접하는 삼각형이 늘어날수록 각 삼각형

의 면적이 점점 0에 가까워진다는 것을 알 수 있습니다. 이러한 아이디어로부터 논리적인 결론
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을 유추해보면, 그림 A5.4의 과정을 통해 얻은 무한한 개수의 면적이 0인 ‘삼각형’을 더하여 원

의 면적을 구할 수 있다고 할 수 있습니다. 그렇습니다, 뭔가 말이 안 되는 것 같습니다. 하지만 

여기에는 훌륭한 직관이 담겨 있습니다. 그럼 잘못된 점을 바로잡아 봅시다. 한 가지 문제는 이

렇게 면적이 0인 ‘삼각형’이 실제로는 삼각형이 아니라 원의 반지름이라는 것입니다. 그렇다

면 이렇게 고쳐 봅시다. 즉, “원의 면적은 무한한 개수의 반지름이 포함하는 ‘면적’의 합이다.” 

(이를 나타낸 것이 그림 A5.5 a 입니다.) 카발리에리가 말했듯이 원의 면적은 ‘모든 선(반지름)

의 합’입니다. 그리고 이러한 각각의 선은 ‘나눌 수 없기(indivisible)’ 때문에(즉, 하나의 반지름

을 두 개의 반지름으로 분할할 수 없음), 면적과 부피를 계산하는 이러한 접근법이 불가분량법

(method of indivisibles)으로 알려지게 되었습니다.

카발리에리는 1635년에 자신의 불가분량법에 대해 자세히 설명하는 책을 출판했습니다. 

이는 그 당시 수학자에게 큰 영향을 미쳤지만, 모든 사람이 이러한 방법에 핵심적인 역설이 들

어있다는 점을 알아챘습니다. 즉, 면적이나 부피를 두께가 0인 모양의 합으로 표현한다는 것입

니다(예: 원의 경우 반지름). 미적분의 공동 발명가인 고트프리트 라이프니츠는 이러한 역설을 

해결하고 불가분량법을 오늘날 우리가 적분(integral)이라고 부르는 방법으로 효과적으로 전환

하는 방법을 고안했습니다.

.

a b 

그림 A5.5 a  면적이 0인 내접하는 ‘삼각형(반지름)’을 더해가며 원의 면적을 휩쓸고 간다. b  (거의) 부피가 0인 

 내접하는 직사각형(아주 얇은 직육면체, 즉 책의 페이지)을 더해가며 책의 부피를 휩쓸고 간다.
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불가분량법으로부터 적분으로

간단한 실험을 통해 라이프니츠의 생각을 살펴보겠습니다. 책을 덮고 테이블 위에 놓았

다고 상상해 봅시다. 책의 부피 책을 구성하는 개별 페이지 부피의 합으로 생각할 수 있습니다

(이를 나타낸 것이 그림 A5.5 b 입니다). 각 페이지의 두께는 매우 얇아서 각 페이지의 부피(페

이지의 면적에 작은 두께를 곱한 값)는 0에 가깝지만 0은 아닙니다. 두께가 0인 모양을 고려하

면 불가분량법의 핵심적인 역설로 되돌아갈 수 있습니다. 그러나 두께가 ‘상상할 수 있는 만큼 

작지만 0이 아닌’ 페이지를 고려한다면 어떨까요? 이렇게 하면 불가분량법의 직관을 이용하여 

책의 부피를 계산하면서도 두께가 0인 역설을 피할 수 있게 됩니다.

이것이 사실상 라이프니츠가 제안한 것으로서, 책의 본문 205쪽, 그림 5.3을 다시 살펴보면 

곡선 아래의 면적이 ‘무한소 폭을 지닌 모든 직사각형의 합’이라는 라이프니츠의 주장(또한 카

발리에리의 주장이기도 함)을 확인할 수 있습니다.


